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数個の標本値を用いた未知関数の数値積分
(概ね相対誤差は 10/0未満)
堀之内線一* 古賀亜彦↑
A Method of Numerical Integration of An Unknown Function 
by Using Several Sampling Values 
80ichi HORINOUCHI and Tsuguhiko KOGA 
There are many numerical integral formulas for J:f(x )dx. But， when we treat a practical 
problem， we may be confronted with the fact that f (x) is unknown. 
The purpose of this paper is to show a method for obtaining the approximate value of 
the integration when f(x) is unknown. On this occasion， we have to measure the values 
of f (x) at several points by some methods， and then we will use the approximate points 
instead of the designated points of these formulas. 80 it is to be desired that the sampling 
points should be as few and simple as possible. 
Our method is based on constructing a function which transpose the designated points of 
the formula (6) to the simple sampling points. (The formula (6) is showed later or in [1]， [2]) 
We tried to apply this method to the examples of 27 pieces of integration， and then we 
compared them with the cases using the similar sampling values to the existing formulω. 
According to the results， it seems that our method is much better than the other formulas. 
Keywords : Numerical integral formulas， Trapezoidal formula， 8impson:s formula， 
Gauss-Legendrぜsintegral formula， ChebychevうsPolynomial. 
1.はじめに
定積分J:f(x)dxに関する数値積分公式は，区間
[α， bJ内の任意の点において関数値が求められる
ことが前提になっている. しかもその公式でf(x)
の値を計算する分点(標本長)は，台形公式以外は
等間隔の点またはその公式で指定された点であり，
それらの分点は極めて精密な点(数桁以上の精度)
として定められている.
これに対して，応用上は被積分関数が未知で、あっ
て，し1くつかの点における f(x)の値を実験・測定
等何らかの方法で求め，それによって積分値を割
り出さざるを得ないこともあるであろう.
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このようなときは，f(x)の値を求める標本点は
できるだけ少なく 7簡潔で，かつ，精度のよい積分
値が得られる点であることが望ましい.
したがって，実験・実測など何らかの方法で，い
くつかの点での関数値を求めるとすれば，その標
本点としては，公式の指定する分点に対して，で
きるだけ簡潔な近似点で，かつ，その個数も少な
し、方がよい.
標本点をイ可個どの程度の精度でとるかにより‘得
られる積分値の精度は上下する. Gauss-Legendre 
の公式や [1]の堀之内の方法(後記(6))では分点
の精度は数桁以上あり、 8impsonの場合でも割り
切れない場合は可成りの精度は必要であろう. し
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かし，このように高精度の標本点で実験データ(標
本値)を求めることは容易なことではない.
このような理由から，本論では"精度は低く，個
数は少ない"標本点を用いて精度の良い積分値を
得る方法について考えた.一つの手法として，変数
変換により公式(6 )の分点を標本点へ写像するこ
とにより，後記の定理の形に示す結果が得られた.
この方法がどの程度の効果をもたらすかを具体的
な例題27個で検証してみた.
標本点は5個， 7個， 9個， 1 0個と少なくと
ることとし，公式(6 )で指定されている分点を小
数点以下 1桁及び2桁に丸めて近似点として用い
た.これらの標本点に対して本論の方法によりパ
ソコン (C言語)で計算し近似値を求めた.
比較するため，この標本点を公式(6 )に直接適
用した場合や， Gauss-Legendreの公式?台形公式
及びSimpsonの公式の分点を同様な方法で丸めて，
それぞれの公式に適用した場合の4通りについて
相対誤差で比較した.
その結果の詳細は第4節と別表A'"""Eに示すが，
本論の手法では，標本点を小数点以下2桁の精度
で定めると，標本点が 5個でも相対誤差が 10/0未
満のものは 89 0/0に達し，標本点の精度が小数点
以下1桁の場合は，標本点の個数が5個で74 0/0， 
9個で780/，1 0個で93%となる.本論の変数
変換の効果が高いことが認められる.
2.補題
チェビ、シェフの多項式Tn(t)は?ηを0以上の整
数として，次のように定義されている.
Tn(t) = cos {n Cos-1 (t)} . 
次の三つの補題は，Tn(t)の定義及び三角関数の
性質から容易に導かれる.
補題 1. i， jを0以上の任意の整数とする.次の
等式が成り立つ.
1i(t)勾(t)=;{1-31(t)叫 +j(t)}
補題2.7:，1+1 (t)の零点は，次のη+1個のtkで
ある.
2k + 1 、
九=cos8k， 8k = π(k=O?L--vn) 2(n+1)'" ¥'0 ~ ， ~， ，'0; 
注.8kは任意の整数kについて意味をもつから，
kの範囲をすべての整数に拡大して定義すると，九
について，次の等式が成り立つ.
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l = (n + l)m + jのとき，tl=(-l)7ntj・
したがって，以下，必要に応じて拡大して考える
ことにする.
補題3.Tj (t) (jと1)の導関数について，次の
等式が成り立つ.
竺T7(t)=3{T1(t)-T7+1(t)}・2(1 _ t2) l.L J一
更に，次の補題が成り立つ.
補題4.nぅ j，lをO以上の任意の整数とする.
Tn+1 (t)の零点tk(k = 0うL・1η)に対して，
ふ れ-l)l(n+ 1) (j = 21(n + 1) 、Tj(tk)= ~ たら J¥ -~/ l 0 (j =他の整数)
(証明)仏 8kを次のようにおく.
α=-LhOK=Cos-1(九)・n+1 
このとき，
P = L Tj(tk) sin (jα) =乞 cos(j 8k )sin (jα) 
k=O k=O 
=;五トin{j(8k+α)} -州j(8k- α)} ] 
ここで，
2k + 1 1 8~ 土 α=ι 2(n十 1)"'-n+1
2(k土1)+1 Il 
2(n + 1)
孔 =σk士1
となるから，
P=;主{s川
=;(si帆+1)+刈仇)
ー刈80)-判。-1)} 
更に，最後の式を和から積に変形する.
2(η+ 1) + 1 _， 2n + 1 8n↓ 1 + 8n = T.J. ' -n 2(η+1) "1 2(n+1)" -"， 
On41-On=27T=α. 8_1 = -80 wp -H 
2 (n + 1) 
. --，ム U
となるから，Pの後ろの 2項の和は0となり，前
2項の和より，
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P = sin(戸)cos(守)= 0 
ゆえに，
(三二男(tk)}討n(jα)= 0 
が成り立つ.ところが， sin(jα) = 0となるのは，
j = m(n+ 1) (m:整数)のときに限る.したがって，
(1)j*m(n+1)の場合.
上の等式より，次の等式が得られる.
:L Tj(tk) = 0 
た=0
(2) j = m(η+ 1)の場合.
Tj(tk) = cos i m(η+1)2k+1π} 
l"-¥'-， -'2(η+ 1)"' J 
=州mk7r+亨)
=州mk7r)∞s(亨)
m= 2lのとき，
cos (mkπ) = 1， ∞s(亨)= (_l)l 
'. :LTj(九)=(_l)l(η+1) 
k=O 
m = 2l-1のとき，
州Z)=0 再(tk)= 0 
? ??
k=O 
以上より，補題は成り立つ.
3.標本点への変数変換法
Lemma.チェビシェフ多項式の一次結合
η+2 
c(t) =乞CjTj(t)
jニO
は係数 Cjを適当に定めればう区間 [-1， 1Jの点
-1く tnくら-1く・・・く toく 1を区間 [α，bJのイ壬
意の点αく XOく X1く・・・く Zη く bにこの順序で
対応させることができる.即ち，
C(tk) = Xn-k， (k = O~ 1， "'，η) ， 
ご(-1)=α? と(1)= b. 
ここに?九はT叶 l(t)の零点である.
それには各Cjを次のように定めればよい.
1 TrIA¥ rv P+q+r 
CO = -~-~ V(O)う Cη=
η十 1
p+q-r 
Cn+1=p-q?Cn+2=2 
C=-Lv(j)ぅ (j = 1ヲー川-1) 
J n + 1 ノ
ただし，V(j)及びp，q， r は7次の式で定める.
V(j) = :L Xn-k Tj(tk)， (j = 0，1ヲ2，"'，η) 
k=O 
p=j (b-ECj)ぅ
(-1)nfn-11 
q=7{いαト一主召(←川一
T戸=笠〔也主坐i 
n+1 
(証明)題意より，次の連立方程式が成り立たな
ければならない.
n+2 n+2 ヱCjTj(to) = Xn， 2二CjTj (tl) = Xn-1 
n+2 ヱCjTj(tn) = XO (1) 
j=O 
η+2 n十2:L Cj Tj( -1) =α， :L CjTj(l) = b (2) 
3二 O j=O 
(1)の各等式に前から)1慎に1i(tO)，1i(t1)γ"， Ti(tn) 
を掛けて辺々加えると，
れ+2
工作(九):L CjTj(九)} = :L Xn-k 1i(tk) ， 
(i = 0ヲ1，"'η) 
が成り立つ.書き換えて，
n+2 
:L :L CjTj(tk)1i(tk) = :L Xn-kTi(tk) 
kニOj=O kニO
右辺は V(のである.左辺の二重総和の順序を入
れ替えると，
n+2 :L Cj :L Tj(tk) 1i(tk) = V(i) 
補題1を用いて更に左辺を書きかえると，
i主Qζ(九-jI(仙
この等式は，i-O，l，"'，nに対して成り立つか
ら，これより η+1個の等式が得られる.実際，左
1 
辺に補題4を用いると，
i=Oのとき，
堀之内線ー 古賀亜彦
公式にF(t)ド 2bMK) 例
(n十 l)Co=υ(0)， . Cn = V(O) ー.ー-~ n十 1
i = 1のとき，
n+1/"'j TTI1¥ • /"'j 2V(1) ~C1 = V(l) :. C1 =一一
n+1 
~=η-1 のとき，
n+1 
TCn-1 = V(n -1)・
円 2V(η-1) 
' 一一
νη-1 - n + 1 
i=nのとき，
n十 1~ n+ 1 
TCn -TCn+2 = V(n)・
Cn一 CM=-Z-V(η)=γ(3)
n+1 
が得られる.
更に，Tj( -1) = (-1)3， Tj(l) = 1であること
に注意すれば， (2) より，
CO -C1 + C2一一+(-1)n+2Cn+2 =α? 
CO + C1 + C2 + . + Cn+2 = b. 
したがって，第 1式から，
(-l)nCn + (_1)n+1Cn+1 + (-1)n+2Cn+2 
=α -L (-l)j Cj 
j=O 
ゆえに，
Cn -Cn+1十Cn+2
?
??っ ?? ?
、?
?? ?
??
??
?
????、????? ?
また，第2式から，
Cn + Cn+1 + Cn+2 
=b-2二C3=2p (5) 
(3)， (4)ぅ(5)を連立すれば，Cn， Cn+1， Cn+2は前
記のように定まる.
以下，被積分関数は連続関数とする.次の数値
積分公式は [lJに示されている.
、-、，.. IでF
、ー '--(I，，_， 
、 ????
? ? ?? ?
?
?
???
?
? ，
?
??
??
?
??
??
? 、
??
、?? ? ， ，
? ?
??
「 〉 ? ?
?
?
?
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?
?
?
???
?
???、?
?
?
?
ただし， [~]は?を越えない最大の整数を表す
定理.積分J:f(x) dxにおいて，積分区間内の
点Xo< x1 < …く Zη における関数f(x)の値が
既知であるとする.ご(t)を上のLemmaで定めた関
数とするとき，
ff(Z)dz-2uz(k)仇
が成り立つ.ここに，Hn(k)は直前の公式 (6)で
示した定数である.
(証明)変数変換x=と(t)を行うと，
t f(x)dx = flf馴C'(t) dt 
右辺の積分で，F(t) = f(ごい))C'(t)として，公式
(6)を適用すると，
t f(x)dx主2S払 (k附 ρ)とI(tk) 
と(t)はと(九)= Xn-kを満たすから，
t f(x)dx主 2主払(k)仇
が得られる.
n+2 
なお，関数と(t)=乞 CjTj(t)の導関数c'(t)は，
j=O 
Co To(t) = Co (定数)であること及び補題3を用い
ることにより，次のように表される.
n+2 
c'例=乞 CjT; (t) 
3二 1
= 
1 
2 芝jCj何 1(t)ー ら1川2(1-0)j=11 j 
12 
数値の標本値を用いた未知関数の数値積分(概ね相対誤差は 1%未満)
4.具体的な計算結果
b-α b+α 
積分区間 [α，bJは一次式x=一一-t+一一ーに
2 2 
より，区間[-1， 1Jに変換することができるから，
以下，J21 f(x)dxについて考える.
標本点は前述の如く 5個， 7個， 9個， 1 0個
の場合を考え，別表Bに示す 27個の例題につい
て，この標本点での標本値をもとに本論の方法で
近似値を求めた.
また，他の公式を用いた場合と比較するため，
Gauss-Legendreの公式，台形公式及びSimpsonの
公式を用いた.条件を同一にするため，これらに対
する標本点もそれぞれの公式の指定する分点を精
度 1桁または2桁で近似して適用した.ただ， Le-
gendreの公式と公式(6 )の場合は区間の両端の
-1と1は分点に適さないので、小数点以下第2位
または第3位で四捨五入した点をとることにした.
各公式に対する標本点の具体的な数値と詳細な
計算結果及び他の公式との比較は別表A'""Eに示
す.ただ， Simpsonの公式の場合は，分点が 10個
になるような偶数等分は考えられないので，この
場合は分点を 13個とって求めた.
また，表中の精密値は Gauss-Legendreの公式，
Simpsonの公式及び公式(6 )の 3つの方法で，そ
れぞれの公式の示す精密な分点(分点数は20個)
により求め，その同一値を用いた.また，相対誤
差は(近似値-精密値) ~精密値 x 1 0 0で計算
した.
2 7例の計算結果について次の事柄が言える.
(1)標本点の個数がどの場合のときも，公式(6 ) 
に直接適用するよりも本論の方法を用いた方がよ
い結果が得られている.特に，精度 1桁の標本点
の場合は本論の効果は顕著である.
(2)他の公式に比べても結果は極めて良好である.
(3)標本点の精度が 1桁の場合は，個数が 5，7， 
9個のときも良いが， 1 0個のときは極めて良い
近似値が得られる.また，精度が2桁の場合は，僅
か5個でも極めて良好な結果が得られる.
(4)当然のことながら増減の多い関数は，別表の
例 9，10，1 1で見られるように，標本点が少な
いときはどの公式を用いても良い近似値を得るこ
とはなかなか難しい.
下記の表Aは，この 27例について，標本点の
個数ごとに，本論の方法と他の公式を用いた場合
の近似値の相対誤差の絶対値が 1%未満になる割
合を示したものである.ただし， Simpsonの10 
個の場合は空白にした.
5. おわりに
取り上げた例が少ないので，今後もっと多くの
例で検証したい.また，実際には既知関数を未知
関数に見立てて標本値を算出したがう具体的な未知
関数の積分の例がほしいところである.
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表A 27例中|相対誤差 I< 1.0 %となる例の割合(%)
分点の 分点、の Original Hori- Modify Hori- Legendre's 'Irapezoidal Simpson's 
個数 精度 nouchi 法 nouchi法 formula formula formula 
1桁 48 % 74 30 30 56 
5個 2桁 81 89 78 30 56 
1桁 48 74 30 44 41 
7個 2桁 78 81 85 48 74 
1桁 33 78 33 56 56 
9個 2桁 67 89 85 56 78 
1桁 30 93 56 56 
10個 2桁 93 96 89 56 
注，精度2桁で 11個の場合は， Modify Horinouch法ではすべて|相対誤差 I< 1.0 %となった
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5個(精度2桁)の標本点での標本値を用いた未知関数の積分比較
下記の標本点はそれぞれの公式の指定する分点を小数点以下第3位で四捨五入した点である.
Original-Horinouchi Method :ー0.95，-0.59， 0.00， 0.59， 0.95 
Modify-Horinouchi Method :上に同じ.
Gauss-Legendre's formula 0ー.91，-0.54， 0.00， 0.54， 0.91 
Trapenzoidal formula : -1.00，ー0.50，0.00， 0.50， 1.00 
Simpson's 1/3 formula :上に同じ.
表B 上段は近似値，下段は相対誤差(%)
番 Orig-Hori お1od-1王ori Legendre 
号 積分の式 精密値 標本値5個 標本値5個 標本値5個
伊l f122批 =0.666667 0.66873% 4 0.66791% 9 0.67153% 50.31 0.19 0.73 
伊
2
l J~l (x4ーが)dx = -1. 600000 -1.605520 -1.600914 -1.608262 0.34 0.06 0.52 
伊
3
l J~l (x -0.4)5 dx = -1加 147 -1.249838 -1.253638 -1262297 45 0.22 0.52 1. 
伊
4
1 J~l {(x -0.2)3 + 2x} dx = -0.416000 0ー.417241 0ー.416752 0ー.41879021 0.30 0.18 O. 
例
5 J~l I x3ーが+4xI伽=38.666667 38.662531 38.664161 38.656950 -0.01 -0.01 -0.03 
伊
6
j J~l 0 2 + x2) dx二 3.049009 3.049734 3.049375 3.050509 0.02 0.01 0.05 
例
7 jJ1(1+z)t dz=1889851 
1.888596 1.888337 1.891224 
-0.07 -0.08 0.07 
例
8 J~l(l+x)ぷ2 + x) dx二 3.037948 3.038599 3.038366 3.039510 0.02 0.01 0.05 
伊
9
1 J~l sin(5x + 3) dx = -0.054129 自0.057283 0ー.• 05.370 50 Oー.・025.276259 5.83 
1
伊
0
1 
fJICO的x+ 0.2) dxニ -0.375924 0ー.397829 -0.373287 -0.365772 14 5.83 -0.70 -2. 
1
伊
1
1 J~l cos(8x + 0.2) dx = 0.242409 0.69158 0.702593 0.450958 185.29 189.84 86.03 
1
伊
2
1 J~l sin4 xcosxdx = 0.168755 0.169134 0.169183 0.170362 0.22 0.25 0.95 
1
伊
3
1 J~l log(2 + x2) dx = 1.678904 1.679926 1.679337 1.680751 0.06 0.03 0.11 
1
伊
4
1 J~l log(x + 1.01) dx = -0.550840 -0.561933 0ー.564078 0ー.5369452.01 2.40 -2.52 
1
伊
5
1 ιlog (2 + sin(x + 5)) dx二 0.327646 0.328.257 24 0.328011 0.329191 O. 0.11 0.47 
1
伊
6
1 J~l e-x sin 2x dx = -0.952493 0ー.956379 自0.9.52792 0ー.9563810.41 0.03 0.41 
1
伊
7
1 J~l xTan一山dx= 0.883936 0.884456 0.881814 0.886550 0.06 -0.24 0.30 
1
伊
8
1 J~l 1/(1 + x2) dx = 1.570796 1.569406 1.570964 1.569236 -0.09 0.01 -0.10 
1
伊
9
1 J~l 1/02 + x) dx = 1.464102 1.464273 1.464254 1.464524 0.01 0.01 0.03 
2
例
0 J~l cosxj(l + x2) dx = 1.365866 1.363809 1.366175 1.363659 開0.15 0.02 -0.16 
2
例
1 ι1/(2 + sinx) dx = 1.077112 
1.077334 1.077189 1.077604 
0.02 0.01 0.05 
2
伊
2
1 J~l log(2 + x)/(l + x2) dx = 1.030937 1.029785 1.031043 1.029598 -0.11 0.01 -0.13 
2
伊
3
1 
J ~1 COS x / (1+ sin 2 x) dx = 1. 3 99043 1.397759 1.400069 1.397436 -0.09 0.07 0ー.11
2
伊
4
1 J~l I xsinx/(l + x2) I dx = 0.390957 0.392233 0.390563 0.391992 0.33 -0.10 0.26 
2
伊
5
1 flesMzdz=2542104 2.740649 2773.4599 72 2.615682 7.81 2.89 
2
伊
6
1 J~l e結 dx= 3.179693 
1||3m31 1|31
附
61|
3mO5 
-0.01 I -0.01 ・0.03
伊l J~l e三号聖子批 =2凶6610 2凶 99 I 2.149461 I 2.1側 1I 27 -0.14 I 0.13 I -0.06 
|相対誤差|く 0.1%の個数 1 11 14 8 
集 0.1 ~三|相対誤差|く 1%の個数 1 11 10 13 
百十 個数の合計及び割合(%) 1 22 (81) 1 24 (89) 1 21 (78) 
14 
Trapezoidal Simpson 
標本値5個 標本値5個
0.75000% 
12.50 
0.666606% 7
-0.0 
-1.687457 00 -1.583333 
5. -1.04 
-1.625480 -1228.0647 80 30.34 
-0.466000 -0.416000 
12.02 -0.00 
38.500000 38.666060 67 
-0.43 0.0 
3.073132 3.048755 
0.79 -0.01 
1.784188 1.835597 
-5.59 -2.87 
3.065173 3.038142 
0.90 0.01 
0ー.022482 -0.090360 
-58.47. 66.93 
0ー.15641737 0ー.627541
-58. 66.93 
-0.221881 0ー.574997
-191.53 -337.20 
0.178.1784 08 0.152114 -9.86 
1.706810 1.678493 
1.66 0ー.02
-1.102401 -0.822012 
100.13 49.23 
0.350372 0.327020 
6.94 -0.19 
-0.972790 -0.940851 
2.13 -1.22 
0.974.6025 73 0.892648 0.99 
1.550000 1.566667 
-1.32 -0.26 
1.472367 1.464562 
0.56 0.03 
1.337142 1.359472 
-2.10 -0.47 
1.084256 1.076493 
0.66 -0.06 
1.012.768 02 1.027537 
-1 -0.33 
1.371731 1.390200 
-1.95 -0.63 
0.402138 0.3915.297 39 2.86 
2.565638 2.577297 
0.93 1.38 
3.160639 13m671 -0.60 -0.02 
2.135480 121ml -0.52 -1.43 。 9 
8 6 
8 (30) 15 (56) 
数個の標本値を用いた未知関数の数値積分(概ね相対誤差は 1%未満)
7個(精度 1桁)の標本点での標本値を用いた未知関数の積分比較
下記の標本点はそれぞれの公式の指定する分点を小数点以下第2位で四捨五入した点である.
Original-Horinouchi Method :ー0.97，-0.8，ー0.4う 0.0，0.4， 0.8， 0.97 
Modiちr-HorinouchiMethod 上に同じ
Gauss-Legendre's formula 0ー.95，ー0.7，・0.4， 0.0， 0.4， 0.7， 0.95 
Trapenzoidal formula : -1.0ぅー0.7，ー0.3，0.0う0.3う0.7，1.0 
Simpson's 1/3 formula :上に同じ
表C 上段は近似値，下段は相対誤差(%)
番 Orig-Hori おlod-Hori Legendre 
号 積分の式 精密値 標本値7個 標本値7個 標本値7個
伊j f122白=0.666667 0・.16.51940%4 0.662810% 92 0.630017 o. -5.50 
例2 J~l (x4 -3x2) dx= -1.600000 -1.567412 1ー.596539 1ー.525254-2.04 -0.22 -4.67 
例3 J~l (x -0.4)5 dx = -1.247即 .1.126.17 08 1ー.263531 -1.153284 1.31 -7.53 
伊41 ι {(x -0.2)3 + 2x} dx = -0.416000 -0.411426 0ー.416855 -0.394010 -1.10 0.21 -5.29 
伊51 J~l I x3ーが +4xI伽=38.666667 38.681912 38.663817 38.739946 0.04 -0.01 0.19 
伊61 J~1 v(2十x2)dx二3.0490091 3.045997 3.049290 3.03736 -0.10 0.01 -0.38 
伊7j fJ1(1+z)t dz二1.889851 1.889926 1.888177 1.897695 0.00 -0.09 0.42 
伊8j ι(1 + x)V(2 + x) dx = 3.037948 3.035675 3.038461 3.026319 -0.07 0.02 -0.38 
伊91 J~l sin(5x + 3) dx = -0.054129 0ー.032390 -0.0.55672 -0.058418 -40.16 2.85 7.92 
1例0 J~1 ∞s(5x 十 0.2)dx = -0.375924 0ー.224.19644 -0.238.865 638 -0.40.5709 -40 7.92 
1伊1  ι cos(8x + 0.2)批=0.242409 0.242382 0ー.108268 0.151449 0ー.01 -144.66 -37.52 
1例2 J~l sin4 xcosxdx = 0.168755 0.168471 0.166643 0.155815 
圃0.17 -1.25 -7.67 
1例3 J~l log(2 + x2) dx= 1.678904 1.674285 1.679073 l.664099 -0.28 0.01 -0.88 
1伊41 J~l log(x + 1.01) dx = -0.550840 0ー.553814 0ー.564694 0ー.5080700.54 2.52 -7.76 
1例5 に1log (2 + sin(x + 5)) dx =0.327附 0.323661 0.327711 0.315196 -1.22 0.02 -3.80 
1伊61 J~l e-x sin 2x批=-0.95凶 3 -0.928400 0ー.948619 0ー.912645-2.53 -0.41 -4.18 
1伊71 J~1 xTan-12x dx = 0.883936 0.865302 0.885843 0.845589 -2.11 0.22 -4.34 
1例8 J~l 1/(1 + x2)批二1.570796 l.581416 1.570684 l.587850 0.68 -0.01 1.09 
1伊91 J~1 1/ぷ2+ x) dx = 1.464102 1.463753 1.464337 l.461169 -0.02 0.02 -0.20 
2例0 J~l cosx/(l + x2) dx= 1.365866 1.381197 11 1.365744 1.390653 1. 圃0.01 1.81 
2伊1  J~l 1/(2 + sinx) dx二1.077112 1.075965 1.077107 1.073089 -0.11 -0.00 -0.37 
2伊21 J~l log(2 + x)/(l + x2) dx= 1.030937 1.0395.57 1.030803 1.045243 0.84 -0.01 1.39 
2伊31 J~l cosx/(l + sin2 x) dx = 1.399043 1.414151 75 1.398264 1.421745 1.11 -0.06 1.62 
2伊41 J~l I xsinx/(l + x2) Idx = 0.390957 0.3279.8 93 0.390902 0.377040 -2.83 -0.01 -3.56 
2例5 にlesinhdz=2542104 2.098563 2.108607 2.247595 
幽17.45 -17.05 -11.59 
2伊61 J~l e鰐 dx= 3.179693 3.180509 3.179176 3.186648 0.03 -0.02 0.22 
伊l ffleE静 dx= 2凶 610 2.184896 2.145053 2.179325 
27 1.78 -0.07 1.52 
|相対誤差|く 0.1%の個数 6 15 。
集 0.1 ~玉|相対誤差|く 1%の個数 7 5 8 
言十 個数の合計及び割合(%) 13(48) I 20(74) 8(30) 
15 
'Irapezoidal Simpson 
標本値7個 標本値7個
0.709600% 0 
5. 
0.696777% 8 
4. 
1ー.644260 -1.654089 
2.77 3.38 
-1.419800 1ー.345547
13.84 7.89 
-0.439600 -0.434667 
5.67 4.49 
38.588000 38.604444 
-0.20 -0.16 
3.060439 3.058608 
0.37 0.31 
1.833763 l.852242 
-2.97 -1.99 
3.050765 3.047909 
0.42 0.33 
0ー.031174 0ー.041417
-42.41 -23.49 
面0.216502 -0.287637 
-42.41 -23.49 
0.277428 -0.758349 
14.45 212.84 
0.178582 0.180534 
5.82 6.98 
l.692141 1.690748 
0.79 0.71 
日0.830574 -0.727880 
50.78 32.14 
0.338487 0.337559 
3.31 3.03 
0ー.964226 0ー.978374
1.23 2.72 
0.911401 0.909540 
3.11 2.90 
1.562000 1.559872 
-0.56. -0.70 
1.467929 1.466780 
0.26 0.18 
1.353886 1.350296 
-0.88 -1.14 
1.080594 1.080311 
0.32 0.30 
1.023117 1.021620 
-0.76 -0.90 
1.388284 1.38.5691 
-0.77 -0.95 
0.395013 0.398671 
1.04 1.97 
2.469218 2.406298 
-2.87 -5.34 
3.170821 3.173409 
-0.28 -0.20 
2.148984 2.13.5498 
0.11 -0.52 。 。
12 11 
12 (44) I 11 (41) 
堀之内線ー 古賀亜彦
9個(精度 1桁)の標本点での標本値を用いた未知関数の積分比較
下記の標本点はそれぞれの公式の指定する分点を小数点以下第2位で四捨五入した点である.
Original聞HorinouchiMethod :ー0.98，ー0.9，ー0.6う-0.3，0.0， 0.3， 0.6， 0.9う0.98
Modify-Horinouchi Method :上に同じ
Gauss-Legendre's formula 0ー.97ぅー0.8，ー0.6，0.3う0.0，0.3， 0.6， 0.8， 0.97 
Trapenzoidal formula : -1.0ぅー0.7，ー0.5，0.2， 0.0， 0.3， 0.5う0.8，1.0 
Simpson's 1/3 formula :上に同じ
表D 上段は近似値，下段は相対誤差(%)
番 Orig-Hori 恥fod-l王ori Legendre 'ITapezoidal 
号 積分の式 精密値 標本値7個 標本値9個 標本値9個 標本値9個
例 J~l x2 dx = 0.666667 04.6.4812% 41 0.6692712% 5 0.628034 30.56% 9 -0.5 -5.79 
伊21 J~l (x4 - 3x2)白=-1.6 -1.51751 -1.59139 1ー.5196 -1.6239 -5.16 -0.54 -5.02 1.49 
伊31 J~l (x -0.4)5 dx = -1.24715 1ー.2433 -1.23782 2 -1.15142 -19.3.6784 65 -0.31 -0. -7.68 
伊41 J~l {(ト 0.2)3+ 2x} dx = -0.416 -0・.340.6075 0ー.413635 0ー.392821 0ー.433-0.57 -5.57 4.09 
例5 J~l I x3ーが+4x I dx = 38.6667 38.7175 38.6746 38.7439 38.617 -0.13 0.02 0.20 -0.13 
例6 J~l /(2十x2)dx = 3.04901 3.03993 3.04777 3.03665 3.05575 -0.30 -0.04 -41 0.22 
例7 J~l (1 + x)! dx = 1.88985 1.89023 1.88928 1.89783 1.83699 0.02 -0.03 0.42 -2.80 
伊8j J~l (1 + x)/(2 + x) dx = 3.03795 3.03015 3.03671 3.0257 3.04571 
剛0.26 -0.04 -0.40 0.26 
1 伊91 J~l sin(5x + 3) dx = -0.054129 -0.261737 -0.058399.5 -0..07 501594 0ー.0313754-51.65 7.59 .33 -42.04 
I i伊01 J~l cos(5x + 0.2) dx = -0.375924 0ー.181775 0ー.740.85982 -0.374.833 54 -0.315064 -51.65 16.19 
1伊1 J~l cos(8x + 0.2) dx = 0.242409 0.121683 0.317614 0.283521 0.123388 -49.80 31.02 16.96 -49.10 
1伊21 J ~1 sin 4 x cos x dx = 0胤 755 0.160947 0.166067 0.15748 0.172165 -4.63 -1.59 -6.68 2.02 
1伊31 J~l log(2 + x2) dx = 1.6789 1.606.7607 5 1.67736 1.66304 1.6867 -0.09 -0.94 0.46 
1伊41 J~l log(x + 1.01) dx = -0.55084 -0.55.387 398 -0.559241 -0.570. 8435 -0.813421 1. 1.53 70 47.67 
1伊51 J~l log (2 + sin(x + 5)) dx =0.327646 0.316626 0.326332 0.314319 0.334108 
圃3.36 -0.40 -4.07 1.97 
1例6 J~l e-x sin2xdx = -0.952493 0ー.897079 0ー.948067 0ー.908648 0ー.954715-5.82 -0.46 -4.60 0.23 
1伊71 J~l xTαη-12xdx二0.883936 0.841535 0.880026 0.840442 0.901479 -4.80 圃0.44 -4.92 1.98 
1伊81 に11/(1 + x2) dx = 1.5708 1.59353 1.57214 1.59066 1.506.3497 7 1.45 0.09 1.26 
1伊91 J~11/ /(2同)批=1.4641 1.46257 1.46382 1.46102 1.4666 -0.10 -0.02 -0.21 0.17 
2例0 J~l cosx/(l + x2) dx = 1.36587 1.39984 1.36778 1.3949 1.35781 2.49 0.14 2.13 圃0.59
2例1 J~l 1/(2 + sinx) dx = 1.07711 1.07371 1.07664 1.07287 1.079 -0.32 -0.04 -0.39 0.18 
2例2 J~l log(2 + x)/(l + x2) dx二1.03094 1.04955 1.03208 1.04753 1.02587 1.81 0.11 1.61 圃0.49
2伊31 J~l cosx/(l + sin2 x) dx = 1.39904 1.43105 1.40077 1.42616 1.39136 2.29 0.12 1.94 -0.55 
2伊41 J~l I xsinx/(l + x2) I dx = 0.390957 0.368743 0.390037 0.374089 0.341 -5.68 -0.24 -4.31 0.80 
2伊51 に1es山 dx= 2.5421 2.61738 2.68685 2.51863 2.55902 2.96 5.69 -0.92 0.67 
2伊61 J~l e鰐 dx二3.17969 1 3'J~f~7 1 3.17384 0.12 0.02 0.23 -0.18 
伊l J~l e三骨子 dx= 2は661 1221似 2.14373 
27 3.23 0.03 I 2.07 -0.13 
|相対誤差|く 0.1%の個数
』|i 
1 10 。 。
集 0.1豆|相対誤差|く 1%の個数 8 11 9 15 
言十 個数の合計及び割合(%) 1 9(33) 21(78) 1 9(33) 15(56) 
16 
Simpson 
標本値9個
0.5.607 % 
事1.6.10727 
O. 
-1.10117 
圃11.7
0ー.214
-48.56 
38.9893 
0.83 
3.04996 
0.03 
1.89659 
0.36 
3.15469 
3.84 
0.0289487 
-153.48 
-0.355339 
-5.48 
0.225374' 
-7.03 
0.168951 
0.12 
1.608 7 O. 
-0.540317 
-1.91 
0.33952 
3.62 
-0.855148 
-10.22 
0.886547 
0.30 
1.56996 
-0.05 
1.4，5059 
-0.92 
1.3647 
0ー.09
1.06021 
-1.57 
1.04861 
1.71 
1.3979 
-0.08 
0.391421 
0.12 
2.63407 
3.62 
1|316鵬|| -0.59 
2.15806 
0.53 
5 
15(56) 
数個の標本値を用いた未知関数の数値積分(概ね相対誤差は 1%未満)
10個(精度 1桁)の標本点での標本値を用いた未知関数の積分比較
下記の標本点はそれぞれの公式の指定する分点を小数点以下第2位で四捨五入した点である.
表E
番
号
伊l
例2 
伊31 
伊41 
伊51 
例6 
伊7l 
伊8l 
伊91 
1伊01 
1伊1  
1伊21 
1伊31 
1伊41 
1伊51 
1伊6j 
1伊71 
1伊81 
1例9 
2例0 
2伊1  
2伊21 
2伊31 
2伊41 
2伊51 
2伊61 
伊j
27 
集
言十
Original-Horinouchi Method : -0.99う-0.9;-0.7，ー0.5，ー0.2，0.2， 0.5う0.7，0.9，0.99
Modify-Horinouchi Method 上に同じ.
Gauss-Legendre's formula : -0.97，ー0.9，-0.7，ー0.4， -0.1， 0.1， 0.4， 0.7 0.9， 0.97 
Trapenzoidal formula 1ー.0，ー0.8，ー0.6，ー0.3，ー0.1，0.1， 0.3， 0.6， 0.8う1.0
Simpson's 1/3 formula : -1.0， -0.8， -0.7， -0.5，ー0.3，-0.2， 0.0， 0.2， 0.3， 0.5， 0.7， 0.8う1.0
上段は近似値，下段は相対誤差(%)
Orig-Hori おfod-l王ori Legendre Trapezoidal Simpson 
積分の式 精密値 標本値 10個 標本値 10 標本値 10個 標本値 10個 標本値 13個
J~1 x2 dx = 0.666667 0.70163% 6 0.66753% 6 0.674352 0.685 % 0.6652 5.25 0.13 1.15 2.75 -0.22 % 
J~1 (x4 -3x2) dx二一1.6 -1.68597 1 1ー.6012 -1.58985 -1.62227 -1.598 5. 0.08 -0.63 1.39 幽0.13
ffl(z-04)5dz=-124715 -1.30115 -1.25053 -1.53.1782 48 -1.32434 自1.241414.33 0.27 6.19 -0.46 
J~1 {(x -0.2)3 + 2x} dx = -0.416 -0.436982 -0.41653 0ー.420612 0ー.427 -0.41512 5.04 0.13 1.11 2.64 -0.21 
J~1 I x3ーが+4x I dx = 38.6667 38.5967 38.685 38.6513 38.63 1.3304 -0.18 0.05 -0.04 圃0.09 -0.01 
J~l /(2十x2)dx = 3.04901 3.06077 3.05069 3.05058 3.05439 3.04858 0.39 0.06 0.05 0.18 -0.01 
ι(l+x)~dx= 1制 85 1.88372 1.89046 1.88563 1.85722 1.87781 -0.32 0.03 -0.22 -1.73 -0.64 
J~1 (1 + x)/(2 + x) dx = 3.03795 3.0489 3.03965 3.04061 3.04391 3.03747 0.36 0.06 0.09 0.20 -0.02 
J~1 sin(5x + 3)dx = -0.054129 -0.080297 0ー.0，54294 0ー.022644 0ー.022644 0ー.04844248.34 0.30 -58.17 -18.32 2.22 
J~l ω(5x 十 0.2)dx = -0.375924 0ー.55765%2 -0.3770% 66 0ー.157262 -0.30707% 4 -0.38427% 1 48.34 0.30 -58.17 -18.32 2.22 
J~l cos(8x + 0.2) dx二0.242409 0.125713 0.202616 0.40021，1 0.315493 0.248051 -4814 -16.42 65.10 30.15 2.33 
J~l sin4 xcosxdx二0.168755 0.176339 0.168743 0.174043 0.173i867 06 0.168225 4.49 -0.01 3.13 2. -0.31 
J~l log(2 + x2) dx= 1.6789 1.69475 1.67992 1.67976 1.6852 1.6784 0.94 0.06 0.05 0.38 -0.03 
J~l log(x + 1.01) dx二一0.55084 -0.585245 -0.554202 0ー.578894 0ー.2704.81315 -0.594088 6.25 0.61 5.09 7.85 
J~l log (2 + sin(x + 5)) dx =0.327646 0.341054 0.327947 0.328206 0.332821 0.327229 4.09 0.09 0.17 1.58 -0.13 
J~l e-x sin2x dx = -0.952必3 自1.00736 司0.952968 -0.937254 -0.959743 38 -0.951837 5 5.76 0.05 -1.60 o. -0.0 
J~l xTαn -12x dx = 0.883936 0.934.607 61 0.885198 0.876325 0.897109 0.882954 5. 0.14 -0.86 1.49 -0.11 
J~l 1/(1十x2)む=1.5708 1.54583 1.57138 1.57737 1.5663 1.57111 -1.59 0.04 0.42 -0.29 0.02 
J~l 1/ /(2 + x)批二1.4641 140.6167 65 1.46489 1.46513 1.46586 1.46397 0.05 0.07 0.12 -0.01 
J~l cosx/(l + x2) dx= 1.36587 1・32.7812 1.36626 130.76 29 1.35968 1.36663 0.03 -0.45 0.03 
に11/ (2 + sin x)伽二1.07711 1.08124 1.07769 1.07746 1.07877 1.07699 0.33 0.05 0.03 0.15 -0.01 
J~l log(2 + x)/(l + x2) dx= 1.03094 1.01033 1.03128 1.03603 1.02698 1.03122 -2.00 0.03 0.49 同0.38 0.03 
J~l cosx/(l + sin2 x) dx = 1.39904 1.3637 1.39938 104.0797 84 1.393.5.5 1.39941 -2.53 0.02 -0.39 0.03 
J ~ 1I xsin x / (1 + x2) Idx二0.390957 0.414307 0.39131 0.382164 0.393294 0.3908241 5.97 0.09 -2.25 0.60 -0.03 
fJlesMz dz二2.，5421 27.3795 07 2.77266 2・42.7078 2.60402 2.5，5048 9.07 2.44 0.33 
J~l e官 dx= 3.17969 
1 
3.1737 3.17726 3.17562 3.18001 
-0.19 0.05 -0.08 -0.13 0.01 
fleE桂子批二 2凶 61
1 
2.07497 1214ml 2.18461 2.14638 2.14641 -3.34 0.03 1.77 -0.01 -0.01 
|相対誤差|く 0.1%の個数
1 
。 18 7 2 14 
0.1 ~三|相対誤差|く 1%の個数
1 
8 7 8 12 9 
個数の合計及び割合(%) 1 8 (30) 25 (93) 15 (56) 14 (51) 23 (85) 
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